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1.4. inchiderea tranzitivii a unui graf

Matricea inchiderii ranzitive a umi graf ¢ este o matrice parratich A° avand »
limii §i r coloane (unde n reprezimi numirl de virfuri din graf), cu elemente din
madgioeea fo, 1), definied asifel: A [(11071-1 dach ¢ numal dsci exisid un
drumflang de lungime =0 deln i la 5.

Maricen inchiderii tramzitive esie cunoscutii §i sub demmmirea de mammicen
drumwrilor {pentru grafuri orientate), respectiv matricea lanfurilor (pentru grafuri
neorieneaie).

Permru a detenming maericea inchideni mansive vom wiliza alporimml Bov-Wiarshall -
1. Se inifialieeazs matricea inchideril tranzitive cu marricea de adiacent a grafului.
2. Considerfim fecare virf imermediar & § verificim pemiru fiecare pereche de

wirfuri (4, §) pentru care & (4] [1]1=0 dach existh drum/an; de ba § la & §i

drumlang de la k la §; in caz afinnativ, va existn dromlang de la 1 s 4. deci

A'[11141 devine 1.

wold RW()
[
ink k. 1. J»r
Boxr (kelr kemnp k)
fox (iwl; l==np Les)
Boxr (j=1; j<=n; j+r]
AP[L] [0=AP[L1L3) || APILdik] && APQkN[31:
I

Observag
1. Complexitaies algoriomului esie de Oin').

2. Pe diagomala principald in marricea inchiderii iranzitive se objine valoarea 1 pe
limia § daci §i mumai dacil virful § aparfine ams cichycincuit de lungirme =0,

3. Marricea inchiderii reflexive si tranzitive a unui graf, &', se definegie in mod
similar, cu diferenga ¢ a° (1) 11)=1 dack 5i mumai dac exisi® un doum/lay de
lungime 20 de la { la §, Cu abe cuvime, in mairicea inchiderii reflexive §i
tranzitive, dingonala principali trebuie si fie inifializati cu 1.

Exercifii propuise
1. 54 se detenmine marricen inchiderii ranzitive a grafulul din figurm umadoare :
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2. S comsiderim unnilicarea mairice a inchiderii tranzitive a unui graf orientat, 55
s¢ identifice virfurile care nu apargin nici wmi circui.

111111
111111
coopopol
111111
111111
cooooOD

1 Serieji un program care, utilizingd matricea inchiderii tranziiive, si desermine
woate virfurile aceesibile dinir-un varf dai . Spunem el varful v esie accesilal din
wirful » dacil existd un drnam de o s la oy (pentro gaf oriemar), respectiv un lang
de la x la y (pentru graf neorientat).

1.5. Parcurgerea grafurilor

Parcurgerea umi graf presupune examinarea sistematici a virfuribor grafului, cu
scopul prelucrini informafiilor asociase varfurilos,

Existd doud metode fundameniale de parcurgere a grafurilor: parcurgerea in
addrcime (Deph Firse Search - DFS) 51 parcurgerea in lafime (Breadth Firse
Search - BFS).

Parcurgeren in adincime

Parcurgerea incepe cu un virf inijial, demumin virf de stan. Se vizireazd mai inidi
virful de sian. La viziarea unui varl se efecrucazi asupra informagiilor asocisie
virfului o serie de operajii specifice problemei.

Se wirileazrd apol primul vecin mevizitar al virfului de sian. Virul v esie
consideral vecin al virfulud » daci exisid muchia [, v1 (pentru grafl neorensar), respec-
tiv arcul [, y) (pemru graf orieniat).

S viziteazd in continuare primul vecin nevizitar al primolui vecin al virfului de
start, §i aga mai deparre, mergingd in adincime pand cind ajungem inir-un virf care
nu mai are vecind neviziagl. Cind ajungem intr-un asifel de virf, revenim la virful
sfiu plrinee {varful din care acest nod a fost vizitar). Dach acest warf mal are veeinl
neviziagl, alegem prinul vecin neviziar al sio §i contfinufim parcurgerea in acelagh
meod. Dhacii nici acess varf ma mai are vecini nevizitagi, revenim in virful shu parinie
§i cominesm in acelag mod, pind cind wate virfurile sceesibile din virful de sare
s vizitae.
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Exempln
Sl parcurgem in adincime graful din figura wnmioare, considerand drepi varf de

start virful 3.
)
o> )
iy A
& W )

Se viziteazd mai imdi virful de stam 3. Apoi se vizieazd primul vecin peviziar al
hsi = {ca ordine a vecinilor vom comidera ordinea cresclioare a mumerelor lor), deci
4. Vieim apod primul vecin nevizieat al lui 4, adici pe 1. Apol vieithm prinl vecin
neviziear al bui 1, adich pe 2. In acest moment swnsem inir-un nod care na mai ane
vecinl pevieiagl, revenim in podul sio parime, sdicd in 1. Varful 1 mai are vecini
nevizitagi, il vizilim pe priml dinre acegiia, virful &, Virful & m are vecini
nevizitagi, deci vom reveni in virful 1, pirinele siu. Virful 1 mai are un vecin
nevizinar, virful 7. Vieickm virful 7, apoi prinnl vecin nevizitarn al lai 7, varful 10,
apai prmul vecm neviziiat al loi 10, virfal 5. Varful 5 oo mai are vecim nevizitagi,
deci revenim in 10. Nici viirful 10 pu mai are vecini nevizingi, deci revenim in 7.
Mici viirful 7 ma mai are vecini nevizitati, revenim in 1. apoi revenim in 4. apoi in 3,
Virful 3 mai are un vecin nevieitar - virful 9. Vieldm virful 5, apod, decarece
vitrful 3 nu are vecini nevizitagi, revenim in virful 3, Cum virful 3 o mai are vecini
nevizitagi i mici plrinee (fiind virful de start), parcurgerea s-a incheiar.

Ceonchaionind, ordinea in care sunt vigitaie virfurile grafului la parcurgerea DFS
cu virful de siar 3 este: 3, 4, 1, 2, 6, 7, 10, 5, 5.

Virfurile 8 §i 11 mo aw fosi vizitate, decarece mu sund accesibile din virful 3.

Amalizined parcurgerea in adincime, deducem cd virfurile sum explorae in
ordinea inversd a .atingerii™ bor, mecanisn care poate 01 implementst wilizind o
stivii. Prin unmare, pemtru concizie §i claritae se inpune o abondare recursivi a
parcurgerii DFS.

Reprezentarea igfornapilor
1. Graful va fi reprezeman prin lisie de adiacenjd, memorase in whloul & : pe pozijia

0 & fecired lisie de adiacentd se afld bl de virfur din lisi.

2. Peniru a refine care virfuri au fost deja vizitate in timpul parcurgerii vom iliza
an vector wiz, oo n componente din mulfimen {0, 1}, cu semnificajia viz[i]=1
daci virful 1 a fost deja vizgiar, respeceiv 0, in caz comrar.

Considerfim i variabilele n (mumdnul de virfuri din graf), & (listele de adincengi)
§i viz sumi globale. De asomenca, comsiderSm e la vizitarea uinid virl va i afisar pe
ecmn maEnirul acesiaia,
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vodd DFS(imt x)

[ime i:
Fivizlicam varful =
printE{*®d =, x]1;
wizg[x]=1r
fiparcurgen lista de adlacenta a varfulul x
for (i=lr f<sA[x] [O)r d+4+)
4f (rviz([Alx] [(£)))
SAAlE][1] este un vecin nevizica: al lui =
OFE(Alx] (1)1 ¢

Parcurgeren in lifime

Parcurgerea in lifime incepe, de asemenea, cu un virf inifial, denumit virf de
start. Se vizilcazh mal imii varful de san. Se vizipcazi in ordine 1ofi vecinii
nevizitafi a1 virfului de start, Apoi se viziteazd in ondine wop vecinii nevizitafi ai
vecinilor virfului de sar gi aga nai departe, pind la epuizarea nguror virfurilor
accesibile din virful de siart,

Exempn

Si parcurgein in lijmie graful parcurs deja in adainciime, consideraind drept varl
de start varful 3,

Se viriteazd mai imdi virful de sian 3. Apoi se vieiicazd, in ordine, vecinii
nevizitagi al lui 3, deci 4, 5 § 9. Se viziiearh apol, in ordine, vecinii nevizieagi ai lui
4 {varfurile 1 §i 2), apoi ai hai & (virful 10) §i apoi ai i 9 fcare nu are vecini
nevizingi). Se viziteard apoi vecinii virfului 1 (virfurile & §i 75 5i parcurgerea s-a
incheim (decarcce virful 2 mu mai are vecini mevizieagi, nici varfl 10 §i nici
viirfurile & §i 7).

Conchezioniand, ordinea in care sum vizitase virfurile grafubui ba parcurgeres BFS
cu viirful de start 3 esoe: 3, 4, 5, 9, 1, 2, 10, 6, 7.

Observagi ci §i in cazul parcurgerii in Bgime varfurile 2 §i 11 oo aw fost vizioe,
denarece nu sum accesibile din virful 3.

Analizénd parcurgerea in Wpime deducem ci viirfurile sunt explorate exact in
ordinea .atingerii” lor, mecanism care poate fi implementar utilizind o coadd.
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1. Inigializim coada co varful de stan §i vizitim virful de san.
2. Cin tinwp existil elements in comds executln :
- extragen din comdd prinul elemen ;
- parcurgem tofi vecinii elementubui extras, identificandu-i pe cei nevizitafi;
acegtia vor fi vizieag §i vor f plasagi in cosda.

Reprezeniarea infornagilor

1. Grafill va fi reprezeimal prin liste de sdiacen)d, memorate in abloul & pe posjia
0 & fiechrei lisie de adiacenys se afld ol de virfuri din lisa.

2. Pemru a refine care virfuri au fost deja viritate in timpul parcurgerii, vom wiliza
il vegior wiz, i n componente din mulfimea [0, 1}, cu semnificaiia viz(L]=1
daci viirful 1 a fost deja vizgitar, respectiv 0 in car comrar,

3. Vom wiliza o coadd insplensemati static intr-un vector © cu n elemente, in care
refinen virfurile m ordinea vizitiri lor. Vanabile pr im §1 ulcls refin ponmtia de
inceput, respectiv pozifia de sfirgit in comds.

Considerfim & vanabilele n (oumiinul de varfuri din graf), & (liseele de
adiacengii}, © (coada) §i viz sum globale. De asemenea, comiderim cii la viziarea
uma varf va fi afigal pe ecrn mmairul scesnna,

yold BFS(imk x)
[is% i. prim, wleiss
fivizican varful de start
printE{*%d =, x]i;
wiz[x]=1s
ffinitializam coada cu varful de start
ClO]=x: prim=ulcim=0;
while (pris<=dltim)l f/cat Eimp coada mid este vida
[ #/extragem un slement din coada
w=Clprim++]r
fiparcurgesm lista de adiacenta a varfului x
far (i=1; Lla=A[x]1[0]: S+e)
if (Iwizialx] (113}
JIAI%] [1] este un vecin pevizicar al lui =
[£ri) wizitam
printf (*%d *, A[x][1i)}¢
viz(alx] [1])=1;
Cl+sultim] =A%l [i]lr /7il plasam in coada
1
|

]

Observagi

I. Parcurgeren in lafime are o proprictate remarcabilii - fiecare varf este vizitt pe
cel mai scun drom/lan] incepind din virful de saan.

1. Complexittea timp a algorimilor de parcurgere in adincime §i in Myjime a unui

graf depinde de modalitaren de reprezenrare a acesmuin. In cazul reprezentirii prin

liste de adiacengt, complexitnea este Nn+m). in carul reprezenirii prin marrice

de adiscenpd, complexitea esie Oin)
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Aplicapi

Determinaren celw mai scurr devmlang infre doud varfor

Fie o unm graf (oriemat sau peorientat) §i x, y doud virfuri din graf. 53 se
determine eel mal scurm drom (respectiv lan, pemrmu carul in care graful esie
neorientath de In x ba y.

Soluyie

Vian utiliza proprictaten parcurgerii in lifime de a vizitn fiecare virf pe cel mai
scurt dnmn/lang care pleach din virful de stan. Prin unmare, pentru a determina cel
maai scun drum de la « by, vom efecma o parcurgere in ligime incepind din =, pins
cind atingem virful y, sau pani cind vizitn tome virfurile accesibile din x.

Pemiru a reconstited drumul, vom modifica semnificagia vectorului vi=, Mai
exact, viz[L]=9 dach § esee virful plrine al lui £, adich dach varful 1 n fost vizian
prin parcurgerea arculud (4. 1) (saw a mechiei (4, 11), respectiv 0 dacil virful ©
a fost vigiae, Singurul vief vizian care mu are virf pirinee esie virful de sian. Prin
conventie, stabilim vizx]=-1.

Fumciia de parcurgere in I&jime, modificati asifel incit sil permind recomstimiirea
celui mai scunt drumdlamg de 1a « la v esie:
wvold BFE(dmt x)

[ime i. prim, wleimg
wizlx]=-1; //wvizitan varful de start
clol=x; primeultim=0; //inlcializam coada
while (prim<=ultim kk Iviz[¥])
flcat timp ooada N este vida sl nu am visitat warful ¥
[xeC[prime+]; ffextragem un element din coada
J/iparcurgem lista de adiacenta a varfulul =
fex (i=1y L<=A[x] [Q]s L++)
if Civiz[Al=] (1100
fiRIx] (4] eate un vecin nevizitar al lui x=
(viziAlx] [1] )=x; #1411 wizitam
cl+ruleim]=A[x] [£]r ) #//il plasam Iin coada

I

Recomsrituirea dromulud/lamqului se face in sems invers, pormind de la wirfd v,
determindnd apoi parimele o (memoral inoviziy) ), apoi pirntele phrintelul o
{memorat in wiz[viz(y]]) 5i aga mai deparee, pind cind indlnim un virf care oo
are phrinie (acesta esie virful de san «).

Perru a afiga drumul in ordinea fireasch, il vom memora inir-un vector auxiliar,
denummall drum, apod vom aflsa vectorul de la sBirgie clire incepun.



